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Abstract 

The paper deals with numerical modelling and computer 
simulations regarding bodies impact. In reference to 
Smolensk 2010 plane crash and especially in order to 
investigate the wing and birch-tree collision authors focused 
on credibility and accuracy of numerical models. The 
research is divided into to two groups: (i) refers to correct 
description of materials behaviour, particularly wood, (ii) 
credibility of an airplane model, emphasis is put on a wing. 
Commercial software LS-DYNA has been used for computer 
calculations. It is a very advanced implementation of finite 
element method with an explicit time integration, which is 
dedicated for dynamic phenomena analysis. A wood 
material behaviour was analysed basing on three point 
bending test. In numerical model authors focused on 
material failure and its mechanisms. The airplane model 
was examined regarding to influence of particular 
simplifications in wing structure on its stiffness. Existence of 
wholes in form ribs and the structure thickness was 
considered. The obtained results show: (i) computer 
simulations of a plane with tree trunk should take into 
account the effect of parameter scattering, (ii) it is essential 
to check numerical model susceptibility to simplifications in 
design of the a wing. 

Keywords ï computational mechanics, numerical 
modelling, Smolensk, TU-154M, crash.  

Streszczenie 
Referat podejmuje tematykň numerycznego modelowania 

i symulacji komputerowych zagadnieŒ zwiŃzanych ze 
zderzeniami ciağ. W kontekŜcie katastrofy smoleŒskiej 2010, 
a w szczeg·lnoŜci wyjaŜnienia przebiegu zderzenia skrzydğa 
samolotu TU-154M z brzozŃ autorzy skupili swojŃ uwagň na 
kwestii poprawnoŜci i dokğadnoŜci modeli numerycznych. 
RozwaŨania te zostağy podzielone na dwie grupy: (i) 
zwiŃzane z wğaŜciwym opisem zachowania siň materiağu 
drewna, (ii) wiarygodnoŜĺ modelu numerycznego 
konstrukcji samolotu, przede wszystkim skrzydğa. Do analiz 
wykorzystano komercyjne oprogramowanie LS-DYNA, kt·re 
stanowi bardzo rozbudowanŃ implementacjň metody 
element·w skoŒczonych z jawnym cağkowaniem r·wnaŒ 
ruchu dedykowanŃ dla zagadnieŒ dynamicznych typu crash. 
Problem opisu zachowania siň materiağu drewnianego 
analizowano na przykğadzie pr·by tr·jpunktowego zginania 
belki. W przypadku modelu numerycznego szczeg·lnŃ uwagň 
poŜwiňcono niszczeniu materiağu i jego mechanizmom. 
Model konstrukcji samolotu oceniano takŨe ze wzglňdu na 
wpğyw uproszczeŒ budowy pojedynczego Ũebra skrzydğa na 
jego sztywnoŜĺ. Badano znaczenie obecnoŜci otwor·w w 
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konstrukcji Ũebra oraz gruboŜci jego struktury. Zasadnicze 
wnioski: (i) symulacje komputerowe zderzenia skrzydğa 
samolotu z pniem drzewa powinny uwzglňdniaĺ efekt 
rozrzutu parametr·w materiağowych, szczeg·lnie w 
przypadku materiağu opisujŃcego brzozň, (ii) niezbňdne jest 
wykonanie studium wraŨliwoŜci modelu numerycznego 
skrzydğa na zastosowane uproszczenia w budowie skrzydğa. 

Sğowa kluczowe ï mechanika komputerowa, 
modelowanie numeryczne, SmoleŒsk, TU-154M, zderzenie. 

1. WSTŇP  

Zagadnienie modelowania konstrukcji metalowych w 

kontekŜcie ich interakcji z napotkanymi przeszkodami jest 

badane i rozwijane od szeregu lat. Postňp analitycznych 

metod obliczeniowych i ich implementacja w komercyjnych 

i naukowych systemach pozwoliğ na wdroŨenie ich do 

codziennej praktyki inŨynierskiej. Dotyczy to zwğaszcza 

modelowania zachowania siň stop·w metali w warunkach 

statycznych, quasi-statycznych oraz dla niskich prňdkoŜci 

odksztağceŒ. Choĺ pozwala to na znacznie szybsze 

rozwiŃzywanie formuğowanych zagadnieŒ, to wciŃŨ 

wymaga r·wnie wnikliwego okreŜlenia danych wejŜciowych 

i weryfikacji wynik·w. Znaczne doŜwiadczenie autor·w w 

zakresie modelowania zjawiska zderzeŒ pozwala na 

okreŜlanie metodyki postňpowania, a na koniec eksplikacjň 

ostatecznych wynik·w. Takie metodyczne podejŜcie jest 

niezbňdne, zwğaszcza dla tak skomplikowanego zagadnienia 

jak zderzenie skrzydğa samolotu TU-154M z drzewem. 

Krytyczna dla wydarzenia brzoza nie jest bowiem 

klasycznym materiağem konstrukcyjnym. Z modelowego 

punktu widzenia nie stanowi ona litego materiağu 

izotropowego, ale kompozyt o doŜĺ skomplikowanej 

strukturze. TakŨe w przypadku skrzydğa samolotu 

zagadnienie nie jest oczywiste. Ograniczone informacje w 

zakresie precyzyjnego okreŜlenia gruboŜci i rozmieszczenia 

jego poszczeg·lnych komponent·w, a takŨe brak dostňpu do 

wyczerpujŃcych badaŒ materiağowych stopu aluminium, 

zdecydowanie komplikuje zagadnienie. W pracy rozwaŨono 

dwa przypadki niszczenia materiağ·w w warunkach niskich 

prňdkoŜci odksztağceŒ. Pod wzglňdem tego warunku 

poczŃtkowego (jak i innych warunk·w brzegowych) analiza 

nie odzwierciedla feralnego zdarzenia. Niemniej podejŜcie 

to pozwala na wyeliminowanie niepewnoŜci wynikajŃcych z 

koniecznoŜci definiowania dodatkowych parametr·w 

materiağowych, a takŨe przyszğe wykorzystanie wynik·w do 

ich eksperymentalnej walidacji. 

2. MODELOWANIE MATERIAĞU DREWNA  

Drewno stanowi materiağ o bardzo zğoŨonej budowie 

wewnňtrznej. Jego gğ·wnym skğadnikiem jest celuloza 
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uformowana we wğ·kna oraz miňkisz. Ze wzglňdu na 

mechanizm przyrostu drzewa budowa pnia ma w 

przybliŨeniu symetriň cylindrycznŃ (sğoje) z centralnie 

umieszczonym rdzeniem. Z tych powod·w za model drewna 

w przybliŨeniu moŨna uznaĺ kompozyt o charakterystyce 

ortotropowej i wğaŜciwoŜciach liniowo-sprňŨystych. 

Mechanizm zniszczenia materiağu drewna, a wiňc utraty 

zdolnoŜci do przenoszenia obciŃŨeŒ, moŨe zostaĺ opisany z 

wykorzystaniem teorii uplastycznienia lub kruchego 

pňkania. Matematyczne sformuğowanie modelu materiağu 

ortotropowego liniowo-sprňŨystego wyraŨajŃ r·wnania 

                                  se S=   (1)  
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gdzie macierz podatnoŜci S jest definiowana przez 9 

niezaleŨnych stağych sprňŨystoŜci przy uwzglňdnieniu 

warunku (3). DziesiŃtym parametrem opisujŃcym materiağ w 

zakresie sprňŨystym jest gňstoŜĺ, .́ Zestawienie danych 

dostňpnych w literaturze charakterystycznych dla drewna 

brzozy zawarto w Tab. 1 oraz Tab. 2. Orientacja i 

oznaczenia kierunk·w ortotropii dla pr·bek drewna zostağa 

przedstawiona na Rys. 1 

 

Rys. 1. Orientacja i oznaczenia kierunk·w ortotropii wzglňdem 
uğoŨenia sğoj·w. 

Wyb·r wğaŜciwego modelu konstytutywnego do opisu 

zachowania sie drewna brzozy nie naleŨy do zadaŒ ğatwych. 

Dla przykğadu w tabeli Tab. 3 przedstawiono zestawienie 

modeli materiağowych, dostňpnych w bibliotece kodu 

komputerowego LS-DYNA, przeznaczonych do 

modelowania kompozyt·w. Jest to zbi·r 25-ciu (spoŜr·d 

ponad 200 w cağej bazie) modeli oznaczonych kodami 

liczbowymi w kolumnie MatID. Nastňpnie ze zbioru tego 

eliminowano te modele (przekreŜlenia w kolumnie MatID), 

kt·re posiadağy specyficzne cechy lub ograniczenia 

niezgodne z przyjňtymi zağoŨeniami do opisu drewna: 

jednokierunkowe uğoŨenie wğ·kien (UD), opis zniszczeŒ 

(kolumna Fail), uwzglňdnienie ortotropii oŜrodka (kolumna 

Ortho), dostňpnoŜĺ sformuğowania dla element·w 

bryğowych (Hex).  

 

Tab. 1. Dane charakteryzujŃce sprňŨystoŜĺ drewna brzozy dostňpne w literaturze. 

Nazwa Symbol Jednostka 

Instytut 

Technologii 

Drewna 

[1] 

Krzysik  

1975 

 

[2] 

Binienda 

2011 

 

[3] 

Raport USA, 

brzoza ameryk. (odm: 

paper, sweet, yellow) 

[4] 

gňstoŜĺ ɟ g/cm3 

0,46-0,61-0,801 

0,51-0,65-0,834 

0,80-0,85-0,902 

0,62 

0,942 
0,55 

0,48-0,603 

0,55-0,654 

moduğy Younga E1 GPa 14,5-16,5 
15,505 

17,756 
10,3 

8,91-12,543 

12,10-16,504 

 E2 MPa  
441,55 

412,06 
803,4 

445,5-627,03 

605,0-825,04 

 E3 MPa  588,65 515,0 
695,0-978,13 

943,8-1287,04 

moduğy Kirchhoffa G12 MPa   762,2 
605,9-852,73 

822,8-1122,04 

 G23 MPa   175,1 
151,5-213,23 

205,7-280,54 

 G31 MPa   704,0 
659,3-928,03 

895,4-1221,04 

wsp·ğczynniki Poissona ɜ21 -   0,043 0,024 

 ɜ31 -   0,0237 0,043 

 ɜ32 -   0,4477 0,697 

                                                           
1 w stanie suchym 
2 po Ŝciňciu drzewa, 
3 drewno w Ũywym drzewie, ang. green, 
4 drewno wyschniňte w stanie 12% wilgotnoŜci, 
5 przy Ŝciskaniu 
6 przy rozciŃganiu 
7 wartoŜĺ wynika z warunku (3) 
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Tab. 2. Dane charakteryzujŃce wytrzymağoŜĺ drewna brzozy dostňpne w literaturze. 

Nazwa Symbol Jednostka Instytut 

Technologii 

Drewna 

[1] 

Krzysik 

1975 

 

[2] 

www.matweb.com 

brzoza europejska 

 

[5] 

Raport USA, 

brzoza ameryk. (odm: 

paper, sweet, yellow) 

[4] 
 ůTL MPa 35-137-270 153,0 134,0  

wytrzymağoŜĺ na rozciŃganie ůTT MPa 7  6,9 2,6-3,03 

6,3-6,64 

 ůTR MPa 7  6,9  

 ůCL MPa ? 

38-51-100 

? 

59,4 

50,0 16,3-25,83 

39,2-58,94 

wytrzymağoŜĺ na Ŝciskanie ůCT MPa ? ? 10,8 1,9-3,23 

4,1-7,44 

 ůCR MPa ? ? 10,8 1,9-3,23 

4,1-7,44 

 ŰLT MPa ? 

12-14,5 

 ? 

11,8 

5,8-8,53 

8,3-15,44 

wytrzymağoŜĺ na Ŝcinanie ŰLR MPa ?  ? 5,8-8,53 
8,3-15,44 

 ŰRT MPa ?  ?  

 

Tab. 3. Biblioteka modeli konstytutywnych dostňpnych w systemie LS-DYNA dla kompozyt·w [6]. 

Status MatID  Opis Hex StRt Fail Temp Ortho  Dmg T/C 

 002    !     

 003      !   

A1 022 liniowo-sprňŨysty-kruchy v  v  v  v 

 023    !  !   

 026 mat. typu plaster miodu-honeycomb (UD !)        

 032 szkğo-laminated glass (UD !)        

 040 nie rekomendowany przez LSTC (!)        

 054  !       

 055  !       

 058 laminowana tkanina-laminated composite fabric (UD !)        

B1 059 liniowo-sprňŨysty-plastyczny v  v  v  v 

 114      !   

 116    !     

 117    !     

 118    !     

 126 mat. typu plaster miodu-honeycomb (UD !)        

 131      !   

 132 opisuje tylko delaminacjň (!)        

 157    !     

C1 143 drewno-wood v v v  v v v 

 158 tkanina-fabric (UD !)        

D1 161/162 liniowo-sprňŨysty-kruchy v v v  v v v 

 219 warstwy poprzecznie izotropowe (!)        

E1 221 liniowo-sprňŨysty-kruchy v  v  v v v 

 236 osnowa ceramiczna-ceramic matrix (!)        

 

Kolorem czerwonym oraz wykrzyknikiem zaznaczono 

niewypeğnianie odpowiedniego warunku przez wybrany 

model konstytutywny. Pozostağe kolumny opisujŃ 

dodatkowe cechy analizowanych modeli np. StRt - 

uwzglňdnia wpğyw szybkoŜci odksztağceŒ, Temp - wpğyw 

temperatury, Dmg - umoŨliwia opis rozwoju uszkodzeŒ, T/C 

- odrňbne traktowanie wytrzymağoŜci przy rozciŃganiu i 

Ŝciskaniu. Ostatecznie w rozwaŨanym zbiorze pozostağo 

piňĺ modeli oznaczonych w kolumnie Status symbolami A1, 

B1, C1, D1, E1. Ze wzglňdu na ograniczony dostňp do 

danych materiağowych zrezygnowano na obecnym etapie 

prac z analizy modeli C1 oraz E1. W pierwszym wypadku 

nieznane pozostajŃ wartoŜci energii pňkania oraz tzw. 

parametr upğynnienia. Dodatkowo bez szczeg·ğowych badaŒ 

wğaŜciwoŜci materiağu drewna nie jest moŨliwe okreŜlenie 

potrzebnych danych opisujŃcych rozw·j uszkodzeŒ 

struktury wewnňtrznej. Warunek ten dotyczy obu modeli C1 

oraz E1. 

CharakteryzujŃc trzy pozostağe modele moŨna stwierdziĺ, 

Ũe A1(022) oraz D1(161/162) opisujŃ materiağ ortotropowy 

liniowo-sprňŨysty z mechanizmem niszczenia opartym na 

kruchym pňkaniu. W przypadku A1 podstawň opisu 

zniszczenia stanowiŃ kryteria opracowane przez Chang i 

Chang [7][8]. Model D1 zawiera wğasny bardzo 

rozbudowany zestaw kryteri·w zniszczenia oparty na 

koncepcji warunk·w kwadratowych obejmujŃcy mody 

niszczenia wğ·kien, osnowy oraz delaminacjň [9]. Wersja 

162 w stosunku do 161 zostağa rozbudowana o opcje 

uwzglňdniajŃce rozw·j uszkodzeŒ. Niestety, podobnie jak w 

przypadku modeli C1 oraz E1 ze wzglňdu na brak 

odpowiednich danych, zrezygnowano z rozszerzonej wersji 

162 w wariancie D1 pozostajŃc przy wersji 161. Wariant B1 

zostağ zbudowany w oparciu o model 059, kt·ry 

charakteryzuje materiağ ortotropowy liniowo-sprňŨysty z 

mechanizmem niszczenia opartym na koncepcji 

uplastycznienia, tzn., Ũe w przestrzeni naprňŨeŒ definiuje siň 
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pewnŃ elipsoidalnŃ powierzchniň zniszczenia analogicznŃ 

do powierzchni plastycznego pğyniňcia [10]. 

Oceny wpğywu modelu konstytutywnego zastosowanego 

do opisu zachowania siň drewna brzozy dokonano na 

przykğadzie pr·by tr·jpunktowego zginania, kt·rej schemat 

przedstawiono na Rys. 2. Wymiary pr·bki o przekroju 

kwadratowym to: 100x10x10mm. Rozstaw podp·r ustalono 

na 80mm. Pr·bkň zorientowano w taki spos·b, aby oŜ belki 

pokrywağa siň z kierunkiem wğ·kien, a kierunek radialny (R) 

byğ zgodny z wektorem zadanego przemieszczenia. Belkň 

obciŃŨano w poğowie dğugoŜci kinematycznie ze stağŃ 

prňdkoŜciŃ 1 m/s, co wypeğnia warunek pr·by quasi-

statycznej. Rezultatami analizy numerycznej podlegajŃcymi 

por·wnaniu i ocenie sŃ: charakter i przebieg zjawiska 

niszczenia zginanej belki oraz siğa reakcji rejestrowana na 

podporze obciŃŨajŃcej belkň. 

Na podstawie przyjňtych zağoŨeŒ zbudowano model 

numeryczny problemu, w skğad kt·rego wchodziğy: (1) 

metoda rozwiŃzania numerycznego ï metoda element·w 

skoŒczonych z jawnym schematem cağkowania r·wnaŒ 

ruchu (r·Ũnic centralnych) w opisie Lagrangeôa 

zaimplementowana w systemie LS-DYNA [11], (2) 

dyskretyzacja przestrzenna element·w ukğadu fizycznego, 

(3) numeryczna realizacja warunk·w poczŃtkowych i 

brzegowych (WPB), (4) modele konstytutywne wraz z 

danymi materiağ·w z uwzglňdnieniem moŨliwoŜci 

powstawania zniszczeŒ/erozji. Zastosowano bryğowe 

elementy skoŒczone o topologii szeŜcioŜcianu (HEX) z 

jednym punktem cağkowania. Materiağ drewna brzozy zostağ 

opisany modelami konstytutywnymi zgodnie z przyjňtymi 

wariantami (Tab. 4). Podpory opisano z wykorzystaniem

 modelu izotropowego sprňŨystego o wğaŜciwoŜciach 

typowych dla stali. Odpowiednie dane dla poszczeg·lnych 

wariant·w pozyskano z literatury i zamieszczono w Tab. 4. 

W skğad WPB wchodziğo wymuszenie kinematyczne 

zadajŃce przemieszczenie, numeryczna realizacja podparcia 

belki jako kontakt typu ñkaryò - przy czym sztywnoŜĺ 

kontaktowŃ skalowano wzglňdem masy. Model numeryczny 

zostağ dopeğniony poprzez zastosowanie kontroli hourglass o 

charakterze lepkoŜciowym w celu minimalizacji tzw. 

mod·w deformacji o zerowej energii. 

 

 

Rys. 2. Schemat pr·by quasi-statycznego tr·jpunktowego 
zginania belki drewnianej. 

Tab. 4. Dane wykorzystane do modelowania drewna brzozy 

Nazwa Symbol Jednostka A1-E1 A2 A3 A4 

gňstoŜĺ ɟ g/cm3 0,85 0,85 0,85 0,85 

 E1 MPa 10300 10300 10300 10300 

moduğy Younga E2 MPa 450 450 450 450 

 E3 MPa 700 700 700 700 

 G12 MPa 762,2 762,2 762,2 762,2 

moduğy Kirchhoffa G23 MPa 175,1 175,1 175,1 175,1 

 G31 MPa 704,0 704,0 704,0 704,0 

 ɜ21 - 0,024 0,024 0,024 0,024 

wsp·ğczynniki Poissona ɜ31 - 0,043 0,043 0,043 0,043 

 ɜ32 - 0,697 0,697 0,697 0,697 

 ůTL MPa 134,0 50 250 134,0 

wytrzymağoŜĺ na rozciŃganie ůTT MPa 6,9 6,9 6,9 6,9 

 ůTR MPa 6,9 6,9 6,9 6,9 

 ůCL MPa 50,0 50,0 50,0 50,0 

wytrzymağoŜĺ na Ŝciskanie ůCT MPa 10,8 10,8 10,8 10,8 

 ůCR MPa 10,8 10,8 10,8 10,8 

 ŰLT MPa 11,8 11,8 11,8 11,8 

wytrzymağoŜĺ na Ŝcinanie ŰLR MPa 11,8 11,8 11,8 11,8 

 ŰRT MPa 11,8 11,8 11,8 11,8 

erozja element·w   ad-hoc ad-hoc ad-hoc Ůeff=0,05 

 

Erozja element·w skoŒczonych (usuwanie z obliczeŒ) o 

charakterze doraŦnym (ad-hoc) wymuszona ekstremalnŃ 

deformacjŃ elementu byğa realizowana praktycznie w 

spos·b zaleŨny od konkretnego modelu konstytutywnego. 

Dla wariant·w z grupy Ax oraz Bx decydowağa maksymalna 

wartoŜĺ odksztağcenia postaciowego ( )231 eee -=shr  

oraz objňtoŜciowego 321 eeee ++=vol . Realizacjň tych 

warunk·w erozji zapewniono poprzez kartň 

MAT_ADD_EROSION przyjmujŃc wartoŜci graniczne 

odksztağceŒ postaciowych oraz objňtoŜciowych 

odpowiednio r·wne 1,0 i 0,1. W przypadku wariantu A4 

zastosowano tň samŃ kartň w celu erozji element·w, kt·re 

osiŃgnňğy krytycznŃ wartoŜĺ odksztağcenia efektywnego. 

Wariant D1 oparty na modelu 161 dysponuje wğasnymi 

parametrami zabezpieczajŃcymi przed degeneracjŃ 

zniszczonych element·w, sŃ to: dopuszczalne (maksymalne) 

odksztağcenie gğ·wne (ustalono wartoŜĺ 1,0), dopuszczalna 
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(minimalna) wzglňdna zmiana objňtoŜci (ustalono wartoŜĺ 

0,1) oraz dopuszczalna (maksymalna) wzglňdna zmiana 

objňtoŜci (ustalono wartoŜĺ 1,1). 

Przygotowane modele numeryczne pozwoliğy na ocenň 

wpğywu wyboru sformuğowania modelu konstytutywnego 

(A1, B1, D1) do opisu drewna. Analizowano r·wnieŨ 

wraŨliwoŜĺ rezultatu numerycznego (siğy reakcji) na zmiany 

- rozrzut parametr·w wytrzymağoŜciowych dla wybranego 

modelu (A2, A3). Do modyfikacji wybrano wytrzymağoŜĺ 

wğ·kien na rozciŃganie. Zakres tych zmian odpowiadağ 

wartoŜciom spotykanym w literaturze. Zadaniem wariantu 

A4 jest zbadanie znaczenia erozji element·w (przyjňto 

kryterium zwiŃzane z maksymalnŃ wartoŜciŃ odksztağcenia 

efektywnego, ustalono wartoŜĺ 0,05). Na Rys. 3 

przedstawiono przebieg i charakter powstawania zniszczeŒ 

w zginanej belce drewnianej dla badanych modeli 

materiağowych. Najbardziej prawdopodobny rezultat w 

ujňciu jakoŜciowym prezentuje rysunek (a) dla wariantu A1 

wykorzystujŃcego model o numerze 022. Wğ·kna 

rozciŃgane pňkajŃ w ostatniej kolejnoŜci, widoczne sŃ 

obszary delaminacji oraz nieregularny charakter 

powierzchni zniszczenia. Model 161 wykorzystany w 

wariancie D1, rysunek oznaczony jako (c), wykazuje kruche 

pňkanie bez widocznych Ŝlad·w delaminacji, co odbiega od 

powszechnej wiedzy na temat mechaniki pňkania drewna. 

JednakŨe model ten zawiera dodatkowe parametry, miňdzy 

innymi umoŨliwiajŃce kalibracjň kryterium delaminiacji 

oraz wprowadzenie uszkodzeŒ (jeŜli dostňpne sŃ 

szczeg·ğowe badania materiağowe). Stosunkowo najmniej 

realny przebieg procesu niszczenia drewnianej belki przy 

zginaniu uzyskano w przypadku wariantu B1, w kt·rym 

wykorzystano model 059, rysunek (b). Charakteryzuje siň 

on dominacjŃ poprzecznego zgniatania wğ·kien poğŃczonŃ z 

erozjŃ element·w skoŒczonych, uniemoŨliwiajŃc 

przeniesienie obciŃŨeŒ wzdğuŨ wğ·kien (kierunek L). Efekt 

ten jest obserwowany r·wnieŨ przy podporach 

nieruchomych. W rezultacie maksymalne ugiňcie belki jest 

nieznaczne. 

 

a) 

 
b) 

 
c) 

 

Rys. 3. Przebieg i charakter powstawania zniszczeŒ w zginanej 
belce drewnianej dla badanych modeli materiağowych: (a) 
wariant A1-Mat022, (b) wariant B1-Mat059, (c) wariant D1-
Mat161 

Znaczenie wyboru sformuğowania modelu 

konstytutywnego dla drewna badano r·wnieŨ por·wnujŃc 

przebiegi krzywych opisujŃcych wartoŜci siğy reakcji w 

funkcji przemieszczenia (Rys. 4). NajwiňkszŃ siğň 

zaobserwowano dla wariantu A1-Mat022, rzňdu 390 N. 

Cağkowita utrata zdolnoŜci do przenoszenia obciŃŨenia 

nastŃpiğa po osiŃgniňciu przemieszczenia ok. 2,5 mm dla 

tego wariantu. W przypadku modelu 161 wykorzystanego w 

wariancie D1 przebieg siğy reakcji do wartoŜci okoğo 170 N 

jest analogiczny jak w A1. Nastňpnie siğa ta osiŃga swojŃ 

maksymalnŃ wartoŜĺ 210 N dla przemieszczenia 1,3 mm i 

spada do zera, gdy wartoŜĺ przemieszczenia zmierza do ok. 

2,5 mm. W tym wypadku nie wystňpuje gwağtowny spadek 

siğy od wartoŜci maksymalnej do zera, co odr·Ũnia charakter 

przebiegu tej krzywej od wariantu A1. Zupeğnie odmiennie 

zachowuje siň siğa reakcji dla wariantu B1-Mat059: ma ona 

charakter sinusoidalny o wartoŜci Ŝredniej na poziomie ok. 

50 N. NiewystarczajŃca iloŜĺ danych ogranicza moŨliwoŜĺ 

interpretacji tego faktu, ale najprawdopodobniej ma on 

zwiŃzek z numerycznym opisem oddziağywania 

kontaktowego z intensywnie erodujŃcŃ powierzchniŃ belki. 

 

Rys. 4. Wykres siğy reakcji w funkcji przemieszczenia dla 
badanej belki z drewna brzozy w przypadku wybranych 
modeli materiağowych 

Dla wybranego modelu materiağu (022) przeprowadzono 

analizň wpğywu zmian parametr·w wytrzymağoŜciowych 

oraz erozji (warianty A2, A3 oraz A4, Rys. 5). Przebiegi siğy 

reakcji pozostajŃ zgodne ze sobŃ do wartoŜci ok 210 N. 

ObniŨenie wytrzymağoŜci na rozciŃganie wğ·kien do 

50 MPa (A2) powoduje zmniejszenie maksymalnej siğy do 

ok 290 N oraz cağkowite zğamanie belki dla przemieszczenia 

ok. 1mm. InteresujŃcym pozostaje fakt, Ũe zwiňkszenie 

wytrzymağoŜci na rozciŃganie wğ·kien do 250 MPa (A3) nie 

powoduje znacznego wzrostu maksymalnej siğy reakcji w 

stosunku do wariantu A1, w kt·rym wartoŜĺ ta jest r·wna 

134 MPa; przeciwnie, maksymalna siğa wynosi ok. 340 N, a 

jednoczeŜnie przebieg procesu ğamania jest bardziej 

chaotyczny. Zastosowanie rygorystycznego kryterium erozji 

opartego na dopuszczalnej wartoŜci odksztağcenia 

efektywnego, 0,05 (A4) prowadzi do rezultatu podobnego 

jak w przypadku wariantu B1. Zaobserwowano intensywnŃ 

erozjň powierzchni belki skutkujŃcŃ nieregularnym, 

oscylacyjnym przebiegiem siğy reakcji w funkcji 

przemieszczenia. Widoczne sŃ odcinki r·Ũnej dğugoŜci o 

zerowej wartoŜci tej siğy - rozdzielane obszarami 

gwağtownych zmian. 

3. WIARYGODNOśĹ MODELU NUMERYCZNEGO 

SKRZYDĞA 

W tej czňŜci pracy poddano weryfikacji uproszczenia 

numeryczne, kwestie moŨliwej budowy skrzydğa oraz 

modelowania materiağu. Nieruchome skrzydğo poddawano 

natarciu nieodksztağcalnej belki o przekroju okrŃgğym z 

prňdkoŜciŃ 10m/s zgodnie z Rys. 6.  W obszarze przyszğego 

oddziağywania obiekt·w skrzydğo zamodelowano ze 

znacznym zagňszczeniem siatki element·w skoŒczonych. 
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Spos·b zamocowania skrzydğa a takŨe kierunek ruchu belki 

pokazano schematycznie na Rys. 7. 

 

Rys. 5. Wykres siğy reakcji w funkcji przemieszczenia dla 
badanej belki z drewna brzozy w przypadku wybranego 
modelu materiağowego (A1-Mat022) przy zmianie 
wytrzymağoŜci wğ·kien na rozciŃganie oraz kryterium erozji 
element·w skoŒczonych 

 

Rys. 6. Model fragmentu skrzydğa i belki w chwili poczŃtkowej 
(siatka lokalnie zagňszczona) 

 

Rys. 7.. Schemat zamocowania i kierunek ruchu belki 

W pracy przeprowadzono piňĺ analiz wariantowych ze 

wzglňdu na:  

¶ gruboŜĺ Ŝcianek struktury, 

¶ budowň skrzydğa z i bez uwzglňdniania perforacji 

uŨebrowania (Rys. 8), 

¶ zr·Ũnicowanie wsp·ğczynnika tarcia pomiňdzy 

skrzydğem i walcem, 

¶ przyjňcie r·Ũnych wielkoŜci efektywnego odksztağcenia 

plastycznego jako kryterium zniszczenia materiağu, 

¶ dyskretyzacjň numerycznŃ modeli. 

 

Rys. 8. Model skrzydğa z zastosowaniem perforacji Ũeber 

Do opisu materiağu - zar·wno poszycia jak i Ũeber - 

zastosowano model dwuliniowy, sprňŨysto-plastyczny o 

wğaŜciwoŜciach stopu aluminium D16. Dane materiağowe, 

pozyskane z literatury, przedstawiono w Tab. 5. Pomimo 

faktu, Ũe przeglŃd literatury wykazağ jasno znaczy rozrzut 

parametr·w wspomnianego stopu, w pracy nie 

podejmowano zagadnienia ich wiarygodnoŜci. W tym 

przypadku niezbňdnym jest bowiem wykonanie 

odpowiednich badaŒ eksperymentalnych.  

Tab. 5. Dane materiağowe ï stop aluminium D16 [12] 

Nazwa Symbol Jednostka WartoŜĺ 

Moduğ Younga E MPa 74000 

GňstoŜĺ ɟ kg/m3 2850 

Liczba Poissonôa ɛ  0,3 

Granica 

plastycznoŜci 

Re MPa 345 

Moduğ styczny Et MPa 1250 

Efektywne 

odksztağcenia 

plastyczne 

 

EPS 

  

0,1 

 

Ze wzglňdu na fakt, Ũe konstrukcja skrzydğa ma charakter 

cienkoŜcienny, w rozwiŃzaniu problemu zastosowano 

elementy powğokowe, tr·jwňzğowe oraz czterowňzğowe z 

jednym punktem cağkowania. W modelu z dyskretyzacjŃ 

odniesienia uŨyto 21 tysiňcy, z zagňszczeniem 67 tysiňcy, a 

model z wyciňciami zawierağ 19,3 tysiŃca element·w 

skoŒczonych. Do analiz wykorzystano komercyjne 

oprogramowanie LS-DYNA, kt·re stanowi bardzo 

rozbudowanŃ implementacjň metody element·w 

skoŒczonych z jawnym cağkowaniem r·wnaŒ ruchu 

dedykowanŃ dla zagadnieŒ dynamicznych typu ñcrashò. Ze 

wzglňdu na doŜĺ duŨŃ liczbň wariant·w obliczeniowych 

szczeg·ğowej analizie poddano jedynie niekt·re z nich. 

Wyniki podano w formie wykres·w, na kt·rych pokazana 

jest siğa z jakŃ oddziağuje uderzajŃce skrzydğo na 

nieodksztağcalnŃ belkň. 

PierwszŃ z badanych zaleŨnoŜci byğ wpğyw zmiany 

efektywnego odksztağcenia plastycznego niszczŃcego (EPS). 

Jest ono wyznaczane zgodnie ze wzorem: 

 

 

 

 

(4) 

W tym przypadku zastosowano dwie wielkoŜci 

wsp·ğczynnika: EPS=0,1 i EPS=0,2. W zagadnieniu 

zağoŨono istnienie otwor·w w uŨebrowaniu, wsp·ğczynnika 

tarcia ɛ=0,5, a takŨe przyjňto gruboŜĺ Ŝcianki 2mm. 

WielkoŜĺ siğy podano w funkcji przemieszczenia belki na 

Rys. 10. Podobnie jak w pozostağych wykresach 

zastosowano tu filtr dolnoprzepustowy SAE 20Hz celem 

wyeliminowania oscylacji. Z wykresu widaĺ jasno, Ũe 

parametr  EPS  peğni  kluczowŃ  rolň  dla  zachowania  siň,  
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W1: 2mm otw. ɛ=0,5 

EPS=0,1 

W2: 2mm otw. ɛ=0,5 

EPS=0,2 

  

  

  

  

  

  

Rys. 9. Deformacja i niszczenie skrzydğa dla dw·ch wielkoŜci zastňpczego odksztağcenia niszczŃcego w kolejnych chwilach czasu. 
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rozwaŨanego stopu aluminium. Rejestrowana siğa reakcji 

osiŃga wartoŜĺ ponad dwukrotnie wyŨszŃ dla wariantu W2 

niŨ ma to miejsce w przypadku W1. Ponadto dla tego 

przypadku pokazano deformacje w kolejnych chwilach 

czasowych aŨ do momentu peğnej perforacji skrzydğa przez 

belkň - co przedstawiono na Rys. 9. W zwiŃzku z duŨŃ 

niedokğadnoŜciŃ rysunk·w technicznych dostňpnych w 

literaturze dotyczŃcych budowy skrzydğa w dalszych 

krokach analizie poddano wpğyw r·Ũnej gruboŜci 

konstrukcji. Przyjňto kolejno gruboŜĺ Ŝcianki wynoszŃcŃ 1, 

2 oraz 3mm, a takŨe otwory w uŨebrowaniu, EPS=0,1 oraz 

ɛ=0,5. Zaprezentowane wykresy (Rys. 11) pokazujŃ niemal 

liniowŃ zaleŨnoŜĺ siğy reakcji od zadawanej gruboŜci 

zgodnie z wynikami dla wariant·w F1 do F3.  

W dalszych analizach autorzy skupili siň na kwestii 

podatnoŜci modelu numerycznego na dyskretyzacjň modelu. 

Na podstawie doŜwiadczeŒ okreŜlono wielkoŜĺ 

charakterystycznego elementu skoŒczonego na dw·ch 

poziomach. Skrzydğa zawierağy otwory w Ũebrach, parametr 

EPS=0,1, ɛ=0,5. InteresujŃce jest, iŨ pomimo zadania doŜĺ 

duŨej gňstoŜci siatki w obydwu przypadkach wykres na Rys. 

12 pokazuje ciŃgle istotnŃ zaleŨnoŜĺ siğy od tego parametru. 

Choĺ r·Ũnice nie sŃ znaczne i nie bňdŃ kluczowe dla 

ostatecznego wyniku, model wymaga dalszych badaŒ celem 

wyeliminowania wpğywu dyskretyzacji. 

Badania literaturowe wykazağy ponadto znacznŃ 

rozbieŨnoŜĺ w zakresie wsp·ğczynnika tarcia pomiňdzy 

kontaktujŃcymi siň ciağami. Dla omawianego przypadku: 

drewna brzozy i stopu aluminium, odnalezienie danych nie 

byğo moŨliwe. Dlatego teŨ zadano r·Ũne wsp·ğczynniki 

tarcia (ɛ=0,1 oraz ɛ=0,5). W wariantach H1 oraz H2 

przyjňto otwory w uŨebrowaniu, gruboŜĺ Ŝcianki 2mm oraz 

EPS=0,1. Wykresy na Rys. 13 dajŃ zbliŨone wyniki. 

Oznacza to, Ũe w procesie niszczenia tarcie peğni rolň 

drugoplanowŃ.  

Pomimo obecnoŜci perforacji w Ũebrach, na kt·rych 

rozpiňto poszycie skrzydğa, z dokumentacji trudno okreŜliĺ 

ich faktyczne gabaryty. PoniewaŨ do okreŜlenia wymiar·w 

otwor·w uŨyto jedynie prostej proporcji, model poddano 

badaniu pod kŃtem zaleŨnoŜci siğy w miejscu kontaktu od 

ich Ŝrednicy. Zastosowano dwa zupeğnie skrajne przypadki, 

pierwszy, w kt·rym otwory sŃ obecne oraz drugi, w kt·rym 

nie wystňpujŃ. Wykres na Rys. 14. wykazuje pewne r·Ũnice 

w wielkoŜci siğy, jednak nie sŃ one znaczŃce. PoniewaŨ 

wŃtpliwa jest jedynie kwestia wielkoŜci i usytuowania 

perforacji Ũeber, a nie ich obecnoŜĺ moŨna wnioskowaĺ, Ũe 

model nie jest wraŨliwy na te uproszczenia.  

 

Rys. 10. ZaleŨnoŜĺ siğy oddziağywania skrzydğa na belkň 
penetrujŃcŃ w funkcji jej przemieszczenia dla dw·ch wartoŜci 
kryterium zniszczenia 

 

Ponadto w Tab. 6 podano wyniki w formie liczbowej. 

Wyznaczono siğň maksymalnŃ oraz ŜredniŃ dla badanego 

przemieszczenia belki - w kaŨdym z analizowanych 

wariant·w. Obserwujemy tu znaczny rozrzut wartoŜci. Dla 

skrajnych przypadk·w wartoŜĺ Ŝrednia r·Ũni siň nawet 

kilkaset procent. 

Tab. 6. Wyniki test·w wariantowych dla r·Ũnych wartoŜci 
parametr·w 

 Siğa 

maksymalna 

[kN]  

Siğa Ŝrednia 

[kN]  

1mm ɛ=0,5 EPS=0,1 163 79,3 

2mm ɛ=0,5 EPS=0,1 374,3 172,1 

3mm ɛ=0,5 EPS=0,1 611,9 248,1 

1mm otw. ɛ=0,5 EPS=0,1 161,5 77,3 

2mm otw. ɛ=0,5 EPS=0,1 329,8 149,9 

3mm otw. ɛ=0,5 EPS=0,1 534,3 231,2 

2mm otw. ɛ=0,5 EPS=0,2 797,1 407,3 

2mm otw. ɛ=0,1 EPS=0,1 435,4 164,8 

1mm gňsty ɛ=0,5 EPS=0,1 144,8 54,2 

2mm gňsty ɛ=0,5 EPS=0,1 274,6 127,2 

3mm gňsty ɛ=0,5 EPS=0,1 418,3 190,4 

1mm otw.gňsty ɛ=0,5 EPS=0,1 121,7 49,8 

2mm otw. gňsty ɛ=0,5 EPS=0,1 212,6 99,5 

3mm otw. gňsty ɛ=0,5 EPS=0,1 362,9 163,9 

 

 

Rys. 11. ZaleŨnoŜĺ siğy oddziağywania skrzydğa na belkň 
penetrujŃcŃ w funkcji jej przemieszczenia dla trzech gruboŜci 
struktury  

 

 

Rys. 12. ZaleŨnoŜĺ siğy oddziağywania skrzydğa na belkň 
penetrujŃcŃ w funkcji jej przemieszczenia dla dw·ch 
poziom·w dyskretyzacji przestrzennej 

 




